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TAM SAYILI DOGRUSAL PROGRAMLAMA

Tamsayili Dogrusal Programlama: Bir dogrusal programlama modelinde en az bir
karar degiskeni tamsayi olarak kisitlanmis dogrusal programlama modelleridir.
Tamsayili dogrusal programlama modelleri sunlardir: Ari tamsayili dogrusal
programlama modeli, karma tamsayili dogrusal programlama modeli, ikili (0-1)
tamsayili dogrusal programlama modeli ve karma ikili tamsayili programlama
modeli.

Tim karar degiskenleri tamsayih olarak kisitlanmis dogrusal programlama
modellerine ari tamsayili dogrusal programlama modelleri adi verilmektedir.

Tum karar degiskenleri tamsayili olarak kisitlanmamis dogrusal programlama
modellerine karma tamsayili dogrusal programlama modelleri adi verilmektedir.

Tum karar degiskenleri 0 veya 1 olarak kisitlanmis dogrusal programlama
modellerine ikili (0-1) tamsayih dogrusal programlama modelleri adi
verilmektedir.

Bazi degiskenleri 0 veya 1 degerlerini alirken, diger degiskenleri siirekli degerleri
alabilen modellere ikili karma tamsayili dogrusal modelleri adi verilmektedir.
Uygulamada, bu tir modellere 6rnek olarak, bazi Urlinlerin hangi makinelerde
Uretilmesinin se¢imi ile bu makinelerde s6z konusu (rinlerden ne kadar
Uretilecegine iliskin problemler 6rnek olarak verilebilir.
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v' Tamsayili dogrusal programlama modellerinin ¢éziimlenmesinde gevsetilmis

dogrusal programlama modelinin ¢6zimi 6nem tasimaktadir. Gevsetilmis
dogrusal programlama modeli, dogrusal programlama modelinin karar
degiskenleri tzerindeki tim tamsayi ve ikili (0 veya 1) degisken kisitlari goz ardi
edilerek tanimlanan dogrusal programlama modelidir. Diger bir anlatimla
gevsetilmis  dogrusal programlama modellerinin  ¢6zimi, tim karar
degiskenlerinin stirekli oldugu varsayilarak elde edilen ¢6ziimii ifade etmektedir.

Bir tamsayili dogrusal programlama modelinin gevsetilmis modeli, tamsayili
modele goére daha az kisitlanmis bir seklidir. Bu nedenle tamsayili dogrusal
programlama modelinin uygun ¢6ziim alani, gevsetilmis modelin uygun ¢6ziim
alaninin icinde yer almasini zorunlu kilmaktadir. Fakat buna ragmen tamsayih bir
DP modelinin ¢6zimil her zaman gevsetilmis modelin ¢6ziimiinden genellikle
daha zordur.

v Tamsayili dogrusal modellerin ¢éziimiiniin, normal gevsetilmis modelin optimum

¢o6ziim degerlerini tamsayiya yuvarlayarak elde edilebilecegi distndlebilir. Fakat
gevsetilmis DP modelleriyle elde edilen sonuglari tam sayiya yuvarlamak uygun
olmayan (infisible) ¢oziimlere veya uygun fakat optimal olmayan tamsayili
coziimler elde edilebilir.
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Ari, Karma ve ikili Tamsayili DP Modellerinin Gevsetilmis Modeli:
Maksimum Z =6X1+5X2+2X3

Kisitlar:

10X1+4X2+ X3<600

2X14+5X2+2X3<800

X1, X2,X3=0veya l.

Optimum Coziim: X1=1; X2=1; X3 =1 ve Z =13"tiir.

Maksimum Z =6X1+5X2+2X3

Kisitlar:
10X1+4X2+ X3<600
2X1+5X2+2X3<800
X1,X2,X3>0.
Optimum Coziim: X1=22,2; X2=0ve X3=377,8 ve Z =888,9'dur.
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v" Tamsayil modellere asagidaki gibi birkac érnek verilebilir:
v nsayida projeden en fazla k sayida proje tamamlanacaktir: Zn: Xj <Kk.
v J.ve i. model ayni anda uygulanamaz (iki projeden sadece b;:ilsi uygulanabilir): X+ X <1
v J.ve . projeler ayni (eszamanh) yiritilmelidir: X, =X, 0.
v Ari tamsayili DP modelinin sonlu sayida ¢dziimi ve sinirli uygun ¢dziimi olan modeller

icin uygulanabilir.

v p-sayida karar degiskenli ikili bir DP modelinin 2° sayida olasi ¢dziimii vardir. Kara

degiskeni sayisi p=10, p=20 ve p=30 ise olasi ¢bzim sayilari sirasiyla 1.024, 1.048.576 ve
1.073.741.824’tlr. Tum olasi ¢ozimlerin denenerek en wuygun olan ¢o6ziimiin
bulunmasinda glinUmiz bilgisayarlari bile yetersiz kalabilmektedir. Yazinda 1000 karar
degiskenli  tamsayili DP  modellerinin  «yeni  gelistirilen  algoritmalarla»
¢Ozlimlenebilecegini 6greniyoruz. Hatta Dal ve Sinir Algoritmasi ile 1991 yilinda Karla
Hoffman ve Manfred Padberg makalelerinde 6000 karar degiskenli modellerin
¢ozlimlenebildigi aciklamislardir.

v Tamsayili DP modellerinin ¢6zimini giiglestiren iki parametre séz konusudur: Bunlar DP

modelindeki tamsayili degisken sayisi ile kisit sayisidir.
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v' Duyarlilik_Analizleri: Tamsayili DP modellerinde duyarhlik analizleri, normal DP

modellerindeki duyarlihk analizleri ile ayni anlama gelmez. Daha acik bir
anlatimla tamsayilli DP modellerinde duyarlilik analizleri tamamen goz ardi
edilmesi gerekir veya biyik bir ihtiyatla kullanilmalidir. Gergekten tamsayili DP
modelinin  katsayilarinda yapilan kiglk degisiklikler, modelin optimum
¢6ziminde ¢ok biyuk degisikliklere neden olmakta veya uygun olmayan

¢ozlimlere yol agmaktadir.

v’ Dal ve Sinir Algoritmasi: Bu algoritmayla modelin optimum ¢dzimi arastirilirken,

problemin tiim asamalari sistemli bir sekilde analiz edilir. Oncelikle tiim olasi
¢ozUmler, daha kigilk alt ¢oziim kiimelerine ayristiriir ve her bir alt ¢6zim
kiimesi icin alt sinir (AS) ve tst sinir (US) degerleri belirlenir. Daha sonra bu
degerlerden yararlanarak bazi problemler elenerek optimum ¢éziime daha hizli
bir sekilde ulasilir. Bu asamalarda (¢ temel adim uygulanmaktadir: Dallandirma

(branching), sinirlandirma (bounding) ve diigimlemedir (fathomed).
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Tamsayili DP Modeli ve Dal ve Sinir Algoritmasinin Asamalari

Asadidaki algoritma maksimizasyon problemleri icindir. Minimizasyon problemleri igin alt sinir ve
iist sinir degerleri birbiriyle degistirilir.

v ADIM 1: Ozgiin DP probleminin gevsetilmis DP modeli ¢&ziilir. Optimum ¢6ziim tiim tamsayi
kisitlarini sagliyorsa optimum ¢6ziime ulasiimis olur. Boylece algoritma sonlandirilir. Aksi
durumda optimum ¢6ziim degeri Ust sinir (US) degeri olarak alinir. Bu ¢6ziimii gésteren bir

baslangi¢ digimi tanimlanir.

v" ADIM 2: Optimum ¢dziimde tamsayil olarak kisitlanmis degiskenlerin degerleri alt tamsayi
degerlerine vyuvarlatilarak (6rnegin X1=4,89 ise X1=4 ve X3=2,3 ise X3=2 alinir) amag
fonksiyonunun degeri hesaplanir ve bu deger problemin baslangi¢ alt sinir degeri (AS) olarak
alinir. Baslangig alt sinir degeri hesaplanamazsa alt sinir degeri -eo olarak alinir (AS=-oo).

v" ADIM 3: Birinci Adimda maksimum Z degerini saglayan en biiyiik tamsayi olmayan degiskenden
baslanarak asagidaki gibi iki kisit modele eklenerek ikili bir dallandirma yapilir:

X;< [x J]
X; < [x i ] +1
Burada x;; tamsay1 olmayan karar degiskeninin optimum ¢6ziim degerinin tamsay1 kismini gdstermektedir.
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v" ADIM 4: Adim 3’te tanimlanan alt problemlerin gevsetilmis DP modellerin ¢éziimleri elde edilir. Daha
sonra 6zglin DP modelinin gevsetilmis ¢ozimi ile bu alt problemlerin gevsetilmis ¢oztimleri iki alt
digiimde dallandirilarak gosterilir.

v" ADIM 5: Adim 4'teki alt diiglimlerde gésterilen her iki alt problemin ¢éziim degerleri:

a) Duglmdeki alt problemin uygun olmayan ¢6zimu var ise bu digtimdeki dallandirma dugumlenir yani sona erdirilir.

b) Dugumdeki alt problemin ¢6zimii uygun fakat tamsayili ¢6ziim yok ise Adim 6’ya gidilir.

c) Duglimdeki alt problemin ¢6zimi uygun ve tamsayili bir ¢6zim ise amag fonksiyonunun degeri (Z) incelenir. Bu
deger (2), Ust sinir degerine esitse (US=Z) optimum ¢éziime ulasilmistir. Eger Z degeri US ile AS degerleri arasinda
ise bu degeri (Z) alt sinir (AS) degeri kabul ederek Adim 6’ya gidilir. Eger alt problemin Z degeri alt sinir (AS)

degerinden kuguk ise bu digim dugiimlenir yani sona erdirilir.

v" ADIM 6: Her iki alt problemden tamsayili olmayan yeni dallandirmalar igin Adim 3’e gidilir. Ayrica alt
problemlerin son dugimlerindeki amag fonksiyonlarinin degerleri, problemin yapisina gére en blyugu
veya en kiigligli (minimizasyon problemi igin) tist sinir degeri olarak alimir. Ust sinir degeri alt sinir
degerine esitse (US=AS) algoritma sona erdirilir. Aksi halde Adim 3’e geri doniiliir. Ayrica son
dallandirmadaki alt problemlerin diigiimleri incelenerek degeri en biyik veya en kiigigli (minimizasyon

problemi igin) optimal ¢6ztim olur.

v’ Gérildigi gibi el ile yukaridaki algoritma kullanilarak DP modellerini ¢cézmek oldukga zordur. Bu amagla

¢ok degiskenli ve ¢ok kisitl tamsayili DP modellerinin ¢ézimiinde QM gibi paket programlari kullanihr.
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(1) Ari Tamsayili DP Problemlerinin Dal ve Sinir Algoritmasi ile Coziimii

X
!

Maksimum Z =3X1+2X2
Kisitlar:

3X1+X2<9
X1+3X2<7

-X1+X2<1
X1,X2 >0 ve Tamsayi.
X1 X2 Z
0 0 0
3 0 9
0 1 2
2,5 1,5 10,5 optimal Cozim
1 2 7
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(a) Tamsayi kisitini dikkate almadan yukaridaki DP problemini ¢oziiniiz ve X1 ve X2
surekli (kesirli degerler alabilen) degiskenler oldugunu gosteriniz?

* 3X1+2X2<=9 igin: X1=0 ise X2=9 olur. A(0; 9). X2=0 ise X1=3 olur. B(3; 0).
e X1+3X2<=7 igin: X1=0 ise X2=2,33 olur. C(0; 2,33). X2=0 ise X1=7 olur. D(7; 0).
e -X1+X2<=1igin: X1=0 ise X2=1 olur. E(0; 1). X2=4 ise X1=3 olur. F(3; 4).

v/ Bu verilere goére grafik yontemle elde edilen ¢dziim bir 6nceki sayfada
verilmektedir.

(b) Yukarida elde edilen ¢6ziimin degerlerini list tamsayr degerlerine
yuvarlatilarak elde edilecek amag¢ fonksiyonu degerinin uygun bir ¢6ziim
olmadigini gbsteriniz.

e X1=3, X2=2 ve A(3; 2) noktasI (Z=13) uygun olmayan ¢6zim bolgesine dismektedir.

(c) Optimum ¢6ziim degerlerini alt tamsayi degerlerine yuvarlatilarak elde edilecek
amag fonksiyonu degerinin uygun bir ¢6ziim oldugunu gosteriniz.

e X1=2,X2=1ve A(2; 1) noktasi (Z=8) uygun olan ¢dzim bolgesine dismektedir.
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(d) X1 ve X2 icin olasi tamsayi noktalarini 6rneklendirerek c sikkinda
elde edilen sonucun optimal olmadigini gosteriniz. Optimal tamsayili
DP ¢6ziimiin, ¢oziim degerlerinin tamsayi degerlerine yuvarlatilarak
elde edilemeyecegini gosteriniz.

***Optimum Tamsayili Coziim

***C Sikkinda Elde Edilen C6ziim

0O N oo U b W N P
P N P O W N = O
N P Pk P, O O O O
N o0 o N LU OO W O
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(e) Dal ve Sinir Algoritmasi ile Yukaridaki Tamsayili DP Problemini Cozerek d
Sikkinda Elde Edilen Coziimle Ayni Oldugunu Gosteriniz.

ADIM 1: Gevsetilmis DP Probleminin Optimum Cozimi X1=2,5; X2=1,5 ve
Z=10,5. Baslangic US=10,5. 1=2; X2=1 ve Z=8 Baslangi¢c AS=8 alinir.

Optimal Coziim: US=AS=9

US=9,33 ve AS=9

US=10,5 ve AS=8
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(2) Karma Tamsayili DP Problemlerinin Dal ve Sinir Algoritmasi ile Coziimii
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(3) ikili (0-1)Tamsayili DP Problemlerinin Dal ve Sinir Algoritmasi ile Coziimii
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ARI TAM SAYILI DOGRUSAL PRGRAMLAMA PROBLEMI VE
QM cOzuMU-1
Bir isletmede tiim islerin yapilabilmesi i¢in haftanin yedi
giiniinde asagida belirtilen sayilarda isgilerin ¢alismasi
gerekmektedir. Her is¢i haftada ardisik 5 giin ¢alisip ardisik
2 giin tatil yapmaktadir. Calistirllmasi gereken minimum
isci sayisini bulan dogrusal programlama modelini kurunuz

ve problemi ¢oziiniiz?

Pazartesi
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cOzUM:

Dogrusal Programlama Modeli:

Not: X;=i. glinde ise baslayan is¢i sayisini géstermektedir. Ayrica X; = bir tamsayidir.

Model i¢in en uygun ¢6zim teknigi, tamsayili dogrusal programlamadir.

MinZ=X, + X,+ X; + X, + X; + X;+ X,

Kisitlar:

Pazartesi Xyt Xs+ X+ X, + X, >=20

Sali X+ Xg+ X, + X+ X,>=20

Carsamba X+ X, + X+ X, + Xy >=22

Persembe X, X H X+ X+ X >=22

Cuma X+ X, + X5+ X, + X >=30

Cumartesi X+ Xy + X+ X+ X >=15

Pazar X3+ X+ X+ X+ X,>=10

21.02.2012 Dog. Dr. Ali Sait ALBAYRAK, Rize Universitesi, iiBF, ISL431 Sayisal Yéntem Uygulamalari Ders Notlari 15

OPTIMUM COZUM:

Tablo 3: Arl Tamsayili DP Modelinin Optimum C6zim Tablosu
Degisken Co6ziim Degeri
X, 15
X, 5
X 2
X, 0
T 8
Xs 0
X; 0
Coziim Degeri 30
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Tablo 2: QM Ari Tamsayili Dogrusal Programlama Modeli

Coziim
Minimum Vektori
Pazartesi 20
Sah 20
Carsamba 22
Persembe 22
Cuma 30
Cumartesi 15
Pazar 10
Coziim 30

Tablo 3: Ari Tamsayili DP Modelinin Optimum Coziim

Yineleme | Diizey K|5|tEkIeme|Cﬁzi.'|mTipi|c&zt’lm Degeri| X,| X,| X;| X, | X:| X.| X

. Optimum

TAMSAYI

21.02.2012 Dog. Dr. Ali Sait ALBAYRAK, Rize Universitesi, [IBF, ISL431 Sayisal Yontem Uygulamalari Ders Notlari 17

ARI TAM SAYILI DOGRUSAL PRGRAMLAMA PROBLEMI VE
QM ¢0zUMmU-2

Problem 1’i isletmede her calisan haftada ardisik 6
gin calsip 1 glin tatil yapmasi durumunda
calistirilmasi gereken minimum is¢i sayisini bulan
dogrusal programlama modelini kurunuz?

Pazartesi Sali Carsamba | Persembe Cuma | Cumartesi Pazar

20 20 22 22 30 15 10
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cHzUM:
Ari Tamsayili Dogrusal Programlama Modeli:

Minimum Z= X; + X, + X; + X, + X; + X; + X,

Kisitlar:
Pazartesi Xy X+ Xs+ X+ X, + X, >=20
Sali Xg+ Xs+ Xg+ X, + X, + X,>=20

Carsamba X+ X+ X, + X+ X, + X3>=22
Persembe Xg v X+ X+ X, + X5+ X, >=22

Cuma X+ X+ X, + X5+ X, + X >=30
Cumartesi XX, X5+ X+ X+ X >=15
Pazar X+ X3+ X+ X+ X+ X, >=10
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OPTIMUM COZUM:

Tablo 4: Ari Tamsayili DP Modelinin Optimum C6ziim Tablosu

Degisken Coziim Degeri
X; 20
X 0
X . 0
X, 8
Xs 0
Xe 0
X 2
Coziim Degeri 30
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Tablo 5: QM Ari Tamsayili Dogrusal Programlama Modeli

| X, | X, | X; | X, Xs Xs X, Kisit Coziim
Minimum 1 1 1 1 1 1 1 Tipi Vektori
Pazartesi 1 m 1 1 1 1 >= 20
Sali 1 1 0 1 1 1 1 >= 20
Carsamba 1 1 1 0 1 1 1 >= 22
Persembe 1 1 1 1 0 1 1 >= 22
Cumartesi 1 1 1 1 1 1 0 b 15
Pazar 0 1 1 1 1 1 1 >= 10
Coziim 20 0 0 8 0 0 2| Optimum Z 30

Tablo 6: Ari Tamsayili DP Modelinin Optimum C6ziim

Yineleme | Diizey | Kisit Ekleme | Coziim Tipi | Coziim Degeri

Optimum
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